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Abstract
Letlbeanm-primaryidealina2-dimensionalregularlocalring(A,m)andlet∫(resp.1)betheintegralclosure
(resp。theRatliff-Rushclosure)of1.LetR(1)ニ㊥ η≧o∫πdenotetheReesalgebraof1.Thispapergives,intermsof
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1は じめ に
以下,Aは 可換環 と し,1を 環 、4のイデ アル とす る。元
x∈Aが1上 整 であ る とは,あ る 自然nと 元C;∈1'が存
在 して,環 、4内で次の等式
x"十α1κη一1十… 十a,,=0
を満 たす ことをい う。 記号1に よって,1上 整 であ るよ う
なAの 元全体 のなす集合 を表 し,イデアル1の 整 閉包 と呼
ぶ。1は 、4のイデアル であ って,1を 含み,等 式1=1が
成 り立 つ。 また
1=U[ln+1:ln]
η≧0
とお き,イ デア ル1のRatliff-Rush閉包 とい う。任意 の整
数 η≧0に ついてIn+1:In⊆∫π+2:1'+1が成 り立つ か ら,
集 合1は 環 、4のイデアルで あって,1⊆1が 成 り立っ。
命題1.1.(1)1,ノ『を環 、4のイデ アル とすれ ば,∬ ⊆∬ で
あ る。特 に,任 意の 自然数 ηにつ いて,(∫)η⊆∫〃であ
る。
(2)1を環 、4の有 限生 成 な イデア ルで あ って,環 、4の
非零 因子 を少 な くとも一つ は含む と仮定 す る。 この と
き,1⊆1が 成 り立つ。
有 限生成 でない イデアルや零 因子のみか らな るイデアル
につ いては,こ の包含関係 が成 り立つ とは 限 らな い。
例1.2.(1)Aを,代 数 的整数 の全 体,す なわ ち,ZのC
内での整 閉包 とお く。この とき,環Aの 任 意の極大 イ
デアルPに つ いて,等 式P=P2=P3=… が 成 り立つ
か ら,P=Aで あ る。一方 で,Pは 素 イデア ルであ る
ので,P=Fで あ り,PAPで あ る。
(2)k[X,Y]は体k上 の 多項式 環 とし,Aニ 々[X,Y]/
(X}つとお き,1ニ.乱4とす る。 この とき,y=Ymod
(xγ)∈1で あるが,ッ(差1=1で あ り,∫～乙1と な る
特 に,環 月.がNoether環で,イ デアル1が 少 な くとも一
つは環Aの 非零 因子 を含む な ら,1⊆1⊆1で あ り,十分 大
きい整数 ηを取 れば1=1"+i:1"となる。本稿 では,次 の
二つの問 い を考 える。
問題1.3.(1)いつ1=1が 成 り立っかP
(2)いつ1=1が 成 り立つかP
この よ うな等式が成 り立つ ための実際的 な判定法 を与 え る
とと もに,豊 富 な具体例 を探 し,そ の よ うな イデアルが持
寧 明治大学大学院理工学研究科基礎理工学専攻(数学系)
† 明治大学理工学部数学科。 この研究は文部科学省科学研究
費補助金(基盤研究C(2)16540045)を受けて行われ た。
1TheoreticalAnalysis
(37)
明治大学理工学部研究報告Nα32(2005)
り
つ固有の性質 を解明することが本稿の目的である。Ratliff-
Rush閉包1は 非常に面 白い性質 を持 ったイデアルであ
り,この問題 を考 える中で得 られた副産物 も多い。本稿で
は特に2変 数多項式環内のやや特殊な形をした単項式イデ
アルについて,上記の問いに対す る解答を探 したいと思 う。
本稿の構成 を説明 しておこう。主結果 とその証明は第4
節で与える。第2節 では,こ の論文 を通 して必要 となるイ
デアルの整閉包の基本的な事項 を纏めてお くこ とに した
い。第3節 では,ま ずRatliff-Rush閉包に関する基本的な
事実を整理 し,次に,基礎環Aが2次 元正則局所環の とき,
問題1.3が実は何 を問うているかを解明 し,今回の研究の動
機付け を明確 にしたい。
2イ デアルの整閉包
本 節の 目的は,Northcott-Rees[NR]に従 いなが ら,イ
デアルの整 閉包 に関 し,後 に必要 となる事柄 を纏め てお く
こ とに あ る。以下,Aは 可換 環 とし,1は 環 、4のイデアル
とす る。
ノ をAの イデ アルで1を 含 む もの とす る。イデアル ノが
/のreductionであ る とは,あ る整i数γ≧0に 対 し等 式
1'+1=ノ7'が成 り立つ こ とをい う。
'を不定 元 として
R(1)=A[lt]⊆A[z]
G(1)ニR(1)/17ヒ(1)
とお き,それ ぞれ イデ アル1のRees代 数,随伴 次数環 と呼
ぶ。
Rees代数 は,可換環論 をは じめ代数 幾何 な ど数 学の様 々
な分 野 に お いて 多 くの 関心 を集 め る重 要 な研 究対 象 であ
り,特 に イデアルの整 閉包 との関連 で深 い研究 が なされて
い る。 イデアル の整 閉包 とRees代数 の関連 を示す事 実 と
して例 えば,環 、4の元aを と り,κ'∈A[t]を考 え ると,x
が イ デア ル1上 整 で あ る こ と と κ'が環7ヒ(1)上整 で あ る
こ とは同値 であ る。 従 って,イ デ ア ル の整拡 大 の理 論 は
Rees代R(1)を 通す こ とに よって,環 の整拡大 の理論 に
帰着 され,整 閉包1の 基本 的 な性 質 をが得 られ る。主 な も
の を整理 し纏 め る と,下 記の通 りであ る。
命題2.1.1,ノを環Aの イデア ル とす る。この とき,次 が
成 り立 つ。
(1)1はAの イデアル で,1⊆1⊆ π であ る。
(2)ノ⊆/と す る と,ノ⊆1で ある。
(3)1=1で あ る。
(4)環AがNoetherで ノ⊆1な ら,1⊆ ノで あ るため の
必要 十分 条件 は,ノ が1のreductionであ るこ とであ
る。
(5)1・ノ⊆∬ であ る。
証明.(1)任 意の元x,y∈1を 取 り,短,璽 ∈A[月 を考 え
る と 磁 と舛 はπ(∫)上整 で あ る。 よっ て,雌+舛=
(x十y)t∈A[t]はπ(1)上整 で あ るか らx十y∈1で あ
る。
(2)は定義 に従 う。
(3)任意 の元x∈1を 取 ると,∬ ∈A団 はR(1)上整 で,
R(1)はR(1'上整 であ るか ら 嘉 はR(1;上整 で ある。
よってx∈1で 等式1=1が 従 う。
(4)1⊆1とす ると,環 の拡大π σ)⊆R(1)は整 で あ り,
R(1)はA上 有 限生成代 数 で あ るか ら,R(1)は有 限
生成R(ノ)一加群 で あ り,あ るyzOに 対 して等 式
1'+1=ノ:1'が成 り立つ。逆 に1「+1二刀了が 成 り立 ってい
た と仮定 す ると,π(∫)は有 限生成 π(ノ)一加群 であ る
か らπ(1)はπ σ)上整 であ り,故 に1⊆1で あ る。
(5)y;≧oを,1'+1=1・1'と .1'+1=ノ・J'が同時 に
成 り立つ よ うに取れば,(1・ノ)「+1ニ(∬)(1・.7)Tが成
り立 つ。 □
3Ratliff-Rush閉包
Ratliff-Rush閉包の 基本 的 な性 質 を述 べ よ う。Ratliff-
Rush閉包は,RatliffとRush[RR]によ り導入 された。ここ
で紹介す る証 明 は[M]による。
命題3.1.AはNoether環と し,1,ノは環Aの イデ ア ル
で,イデ アル1は 環Aの 非零 因子 を少 な くとも一つ は含 む
と仮定す る。 この とき,次 が成 り立つ。
(1)1⊆1⊆1で あ る。
(2)十分大 なる任意 の整数 η》0に つ いて,等 式ln=1'
が成 り立つ。
(3)1⊆ノ な ら,次 の3条 件 は互 いに 同値 であ る。
(i)ノ⊆1で あ る。
(ii>ある整数/>0に 対 し等 式14=ノが成 り立つ。
㈹ 十分 大 な る任 意 のn》0に 対 し等式1〃=ノn
が成 り立つ。
(iv>1=ノであ る。
(4)∬=1であ る。
命 題3.1(2)(3)から,次 の こ とがわか る。
系3.2,Aは 極 大 イ デ アルmを 持 つ次 元 正 のNoether局
所 環,1は 環Aのm一 準素 イデ アル とす る と,1は 次 の条件
を満 たす最大 の イデアルで ある。
(1)1⊆ノ享/1であ って,
(2)イデアル ノ は1と 同 じHilbert多項式 を持 つ。
命 題3.1の証 明を述べ よ う。鍵 は次の補題 である。
補 題3。3..4は局 所環 とは 限 らないNoether環と し1は
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Aの イデ アル とす る。 この とき,次 が正 しい。
(1)ある整数!≧0が 存在 して,任 意のisn>Pに 対 し
等 式(1η+1:1)∩1'=1'が成 り立 つ。
(2)イデア ル1は 少 な くと も1つ の非 零 因 子 を含 む と
す る。この とき十分 大 きなr》0を 取 る と,任意 の
h>0に 対 して等式In+/:ハ;Pが 成 り立 つ。
証 明.(1)G=④ 。,olπ/1"+1,G+=㊥n>07'/1'+1とす る。随
伴 次数環Gの イデアル(0):G.の生成系{ん ん …,ゐ}を全
り
て 斉 次 元 と取 り,/ニ1+max{degノ;11≦ ∫≦:S}と置 く。
故 に ん≧/な ら((0)=G+)∩Gkニ(0)で あ る 。 元x∈(1'+1:
り
1)∩ ア を 取 っ て κ¢1η と 仮 定 す る と,n>々 ≧!な る 整 数k
が 存 在 し て,x∈ 君,κ ¢ ハ+1と な り,x1⊆ln+1⊆1'+2を得 る 。
xのGk=1々/∫ 鮒 へ の 像 をxと 書 け ば,0≠x∈((0):G+)
り
∩G,であ るが,((0):G+)∩G,=(0)であ るの で,こ れ は不
C
可 能 で あ る 。
(2)元x∈1は 非 零 因 子 とす る 。整 数/>0を 十 分 大 き く
取 り,n>一Qを 任 意 に 取 る。Artin-Reesの補 題 に よ れ
ば,あ るr>0が 存 在 し て,In+1∩(x)=P+1-r(∫γ∩
(κ))が成 り立 っ 。 よ っ て
x(1'+1:x)=1'+1∩(x)
=∫ 〃+1イ(1「∩(x))
=1η+1一「(x(1':x))
⊆ κ1η+1一γ
を 得 る 。xは 非 零 因 子 で あ る か ら,In+1:1⊆P+1:x⊆
Ir.+1一「⊆1'で あ る 。 よ っ て 等 式P+1:1=lnが 成 り 立 ち,
h=1の と き 主 張(2)が正 し い こ と が わ か る 。任 意 にh>
1を 取 り,h-1以 下 で 正 し い と仮 定 す れ ば,In+a:Ihニ
Ir.+1であ る 。故 に,In+h:君=(ln+1:1`一1):1=ln+:7=
1ηで あ る こ と を得 る 。 □
命 題3.1の 証 明.(2)y>0を,補 題3.3(2)を満 た す よ
う に 取 り,h>0をlr.=1姫+i>:1舳 を 満 た す よ うに 取
れ ば,In=∫ 励+'):1励=1ηが 従 う 。
(3)(i>⇒(ii)整数/>0を ∬f=∫4を満 た す よ う に 取 れ ば,
1⊇(1)Z⊇ ノF⊇1で あ る か ら,1=ノ4を 得 る 。
(ii)⇒㈹ 整 数/>0を1=J4を1茜 た す よ う に 取 る 。 次 の 補
題 に よ り㈹ が 得 ら れ る 。
補 題3.4(下 田 保 博).1,ノ を 可 換 環 、4内 の イ デ ア ル と し,
1⊆ ノ とせ よ 。 あ る整 数!>0に つ い て ズ=J'な ら ば,任 意
の 整 数%≧/に つ い て 等 式P=ノrが 成 り立 つ 。
証 明.ノ や ∬ 例 ⊇ ∬ 飼=14で あ る の で,ズ=ノ な り,等 式
!』 ∬4-1を得 る 。nに 関 す る 帰 納 法 で1"=ノnを 示 す 。Y>/
でn-1ま で 正 し い と し て よ い 。 故 に,ノr.一1=∬η一2であ る
か ら,ノn=ノn-1ノ=(∬ η一2)ノ=∬η一1=∬ η一1=1'とな る 。
□
㈹ ⇒Gv)十分 大 な るn》0を 取 っ て,1=ln+1:1',
ノ=ノn+1:ノn,1'=ノr,1僻1=ノη+1が成 り 立 つ よ っ に で き る。
故 に ∫=ノ で あ る 。
㈲ ⇒(i)明ら か で あ る。
ぽ
(4)(2)より,十 分 大 な るn》0を 取 れ ば,(1)n=
(1)n=Pとな る。(3)より1=1を 得 る。 □
系3.2の証 明.depth、4>0の と きは1は 少 な くとも一 つ
は非零 因子 を含 むの で,命題3.1(2)および(3)より明 らか で あ
る。depthA=0とす る。M!=H叙4)と し,BニA/Wと
定 め,完 全列
0→(1^+1十W)/ln+1→、9/lr.+i→A/(∫"+1十W)→0
を考 え る。整数nをjn+:∩W=(0)が 成 り立 つ よ う取 れ
ば,1'+iw=(0)よりW⊆1で あ り,完 全列
0→w→A/P+1→B/(田)n+1→0
を 得 る。 よ っ て 十 分 大 き い 整rに つ い て/(B/
(田)n+1)=/(A/ln+i)一/(W)が成 り立 つ(こ こで 久 〃)
はA一加群Mの 長 さを表す)。故 に,イ デ アル1のHilbert
多 項 式 をHP(1)で 表 す と,等 式HP(田)=HP(1)一/
(w)を得 る。こ こで,等 式IB=1/Wが 成 り立つ こ とに注
意 しよ う。実 際,x∈Aをx∈1Bと 取 る と,十分大 きい整 数
n》0に 対 し,κP⊆ 芦+1十Wが 成 り立つ。κ∫〃⊆1〃+1十w
∩1'であって,w∩ln=(0)であ るか ら,κP⊆ln+1とな り,
x∈1で あ ることを得 る。故に昭=1/Wで あ る。B⊆1B=
1βであ って,depthB>0であるか ら,HP(1)=HP(沼)十
/(w)=HP(田)十/(W)=HP(認)十/(W)=HP(1)が
成 り立つ。ノ を環 、4のイデアルで1⊆ ノ享・4なる もの とし,
イデア ル1と 同 じHilbert多項式 を持 つ と仮定 す る。HP
(ノB)=HP(ノ)+/(w)=HP(1)十/(W)=HP(昭)であ
るか ら,β ⊆摺=認 となる。故 に ノ⊆1で あ る。[]
こ こで,イ デ アルのreductionとRatliff-Rush閉包 との
関係 を述べ てお く。
命 題3.5.∠4は可 換環,1,ノ を環 、4のイデ ア ル とす る。
ノ=(a、,の,…ad)が1のreductionなら,等 式
1=∪[∫・+1:(α',α♂ …ad)]
r>0
が 成 り立 つ 。故 に,環AがNoetherで ノ ⊆1⊆ ノ な ら,ノ ⊆
∫ で あ る 。
証 明.左 辺 が 右 辺 に 含 ま れ る こ と は 明 ら か で あ る。元 κ∈
1"+1:(nn7a,,6護2,。・ ,αd)を取 ワ,y》0を 十 分 大 き く し て
κα野∈1'+1(1≦ ゴ《4),
In+1ニ∬ 〃
が 同 時 に 成 り立 つ よ う に す る。 整 数!≧ η4-d+1を 取 れ
ば,x(a,の,…,ad)`⊆ズ+1で あ っ てIe+n=ノ4Pで あ る か ら,
xle+=x(ズ∫つ=(》 り1'⊆Ie++1が成 り 立 っ 。
故 にx∈1で あ る 。 □
こ の 命 題 に よ り,イ デ ア ル1を 計 算 し た け れ ば,reduc一
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tionの生 成 元の 罧 につ い てだけ 見れ ば よい こ とがわか り,
特 に今 回設定 す る状 況 の下 では非常 に強力 な鍵 となる。
次 に,2次 元正 則局所 環 内でのRatliff-Rush閉包の性質
を述べ て お きたい。 以下,環 、4は極 大 イデアルmを 持つ2
次元 の正 則局 所環 と し,1はm一準素 イデ アル とす る。
2次 元正則 局所環 の議論 に おいて最 も重要 な事実 は,次
の定 理 で あ る。証 明は[H]を参照 され たい。
定理3.6(Zariski).1,ノを2次 元正 則局 所環Aの イデアル
とす る と,等 式1・ノ=〃 が成 り立つ。故 に,任意 の整n>
0につ いて ア=U)nで あ る。
さて,R=R(1)を1のRees代 数 とし,M=m1～+h+を
Rees代数Rの 斉 次極 大 イデ アル とす る。次の命 題 は,2次
元正 則局 所環 におけ る等式1=1を 特徴づ け る。
定理3.7次 の条件 は 同値 で あ る。
(1)等式1=1が 成 り立 つ。
(2)ある整数!>0に つ いて,1=14が 成 り立 っ。
(3)十分 大 きい任意 のn》0に つ いて,In=1'が成
り立 つ。
(4)あるk>0に つ いて,1'=アが成 り立 つ。
(5)任意のr>0に つ いて,In=lnが成 り立っ。
(6)Projhは正 規 スキー ムであ る。
(7)斉次極 大 イデ ア ルMと は 異 な るhの 任 意 の素 イ
デア ルPに つ いて,局 所 環1～pは正 規 であ る。
この ときRees代hはFLCを 持 つ。
証 明.(1)⇒(3)定理3.6によ り,任 意 のn>0に つ いて
1"=ln=(1)rであ って,命 題3.1(2)によ り整nを 十 分大
き く取 れ ば1〃=1〃で あ る。 よって1'=1'が成 り立つ。
(2)⇒(1)1⊆1で,1'=1`=アであ るか ら,命題3.1(3)によ り
1⊆1が 成 り立 つ。故 に1=1で あ る。
(1)⇒(5)定理3.6と命題1.1(1)によ り,任 意の整n>0に
つい て ア=In=(1)n⊆芦 であ って,-r.=1'が成 り立 つ。
(4)⇒(2)定理3.6と命題1.1(1)によ り,任 意の整n>0に
つ いてIen=(1りn=(1りπ⊆汐 であ り,nを 十分 大 き
く取 れば1勿=jenが成 り立つ の で等 式IFn=12r.が従 う。
(3)⇒(7)次数R一加群 の完全 列
0→R→h→C→0
を考 え る。但 し 盆 は環Rの 商体 内で の整 閉包 とす る。環1～
と 、4[t]は商体 を共 有 し,4レ]は整 閉整域 であ るか ら,1～は
RのA[t一内 での整 閉 包に他 な らない。故 に1～=R(1)であ
る。今,1～は有 限生成R一加群 で あって,条件(3)よりCの(0)
でな い斉 次成分 は 高々有 限個 しか存在 しない。故 に,整 数
!>0を
R十C=(0),m℃=(0)
が同時 に成 り立つ よ うに取 るこ とが で きる。故 に,Supp刃C
⊆{M}で あ る。環hの 素 イデ アルP≠ 〃 を取 れば,Cp=
(0)であるか ら,RP=1～Fは正規環 で あ る。
(6)⇒(2)素イデ アルQ∈SUPPRCを 任 意に取 れば,F⊆Q
を満 たす斉 次素 イデア ルP∈ASSRCが 存在 す る。R.¢P
な らば,P∈ProjRで あって,ProjRが 正規 であ るか ら
局所 環1～pは正規 であ り,故にRP=RPと な ってCp=(0)を
得 る。しか しP∈ASSpCで あ るの でこれは不可 能で ある。
故 にR+⊆Pで あ るか らR+⊆Qで あ り,R+⊆(0).RC
が 成 り立つ。 よ って十分 大 な る整数/》0に 対 しR十C=
(0)であ り,次R一 加群Cは 高々有 限個 しか(0)でな い斉
次成分 を持 たない。 故 に,-n=In(n》0)が成 り立つ。
完全列
0→h→R→C→0
を見 る。 環1～=R(1)はCohen-Macaulay(cf.[HS])であ
って,久C)〈 ○○であ るか ら,環Rの 極 大 イデアルMに 関
す る局所 コホモロジー を考 え るこ とに よ り
HM(R)=C
HM(h)=(0)(p≠1,3)
を得 る。故 に環hはFLCを 持つ。 □
このよ うに,2次 元正 則局所環 内 では等式1=1がRees
代 数 の環構造 を大 きく規定 してい るの であ る。
定理3.7より次 の結 果が得 られ る。
系3.8.次 の条 件は 同値 で ある。
(1)RはBuchsbaum環で あって,斉 次極大 イデアルM
とは異 な るRの 任 意 の素 イデア ルPに つ いて,1～pは
正規環 であ る。
(2)RはBuchsbaum環で あって,1=1で あ る。
(3)m1⊆1で あって,等 式 ∬=12が成 り立 つ。
Q=(α,∂)がイデ アル1のreductionならば,次 の 条件 を
付 け加え るこ とがで き る。
(4)ml⊆1で あって,Q7⊆12で ある。
証 明.(1)と(2)の同値性 は定理3.7による。
(2)⇒(3)1=1であ るか ら,定理3.7よりH鼠R)=1～/Rで
あ り,RがBuchsbaum環で あ るか らM(R=R)=(0)と
な る。 よってm∫⊆1か つ ∬=∫2が成 り立つ。
(3)⇒(2)II=12より1⊆12:1⊆1で あ る。故 に1=1で あ
る。yに つ いて の帰納 法 でmP⊆1〃 と ∬ η=ノη+1を示 す。
n>1と しy-1ま では正 しい と仮定す ると,m7万二m7η=
(m1)In-1⊆Ilr,一=71"一'= ηで あ り,さ ら に ∬万=∬ η=
(II)7胴二P7胴=In+;であ る。 よって,1匠1～⊆Rが 従 い,
MHM(R)=(0)となって,H釈R)=(0)(ρ≠1,3)よ り,
hはBuchsbaum環で ある ことが わか る。
Q=(G,b)がイ デ ア ル1のreductionなら,Qは1の
reductionでもあ るか ら,等式12=Q7が 成 り立つ([HS])。
故 に,条 件(3)(4)が同値 とな る。 □
次節にお いて,2次 元正 則局 所環 の典 型 として,2変 数
(40)
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多項式環を考察 したい。
4単 項式イデアル
A=kしx、,X,,…,&]を 体k上a変 数 多 項 式 環 と す る 。
a,,の,…,免>0と/≧0を 整 数 と し,ん 五,…,f∈Aを 単 項
式 と し
1=(x1α1,xをα2,…,x許)+(んf,…,f)
と お く。 次 が 正 し い 。
定 理4.1(早 坂 太).0≦!くdな ら,等 式1=1が 成 り 立
つ 。
証 明,fニX36.tX26:…瑠`dと書 く。1≠1と 仮定 し,単項式
f∈∬ を〆(訂 と取 る。∫=Xlcり研 …澄d(C;〈σ」とすれ ば,
1≦∫≦:/なる各整 数 ゴにつ いて,整 数1≦ 孟≦4で 砺く砺
となる もの が存在 す る。整 数 ブ∈{1,2,…,Q}＼{7,7.,…,
ヵ}を取れ 留 〈dで あ るか ら,こ の選択 は可能 であ る)。さ
て,n>0をf∈In+::(Xa')aが 成 り立つ よ うに取 る。
故 に 氏 僻 ∈1〃+1である。 任意 の整数1≦ ∫≦/に つ いて,
砧く碗 であ って 孟≠ブであるか ら,〃 ノXノ卿 であ る。一 方 で,
2≠ブな ら,C;〈傷で あ るか ら,X糾 偶 僻 で あ る。 よ って
(幻α5)〃+11プXl僻で なければ な らな いの で(r十1)a;一〈na;十
らとな るが,の 〉らで あ るか らこれは不 可 能 であ る。 故 に
1ニ1で ある。 □
命題4.2.
(那',X巨α2,…,X冴d)一(凡・1逓・・… 腔1圭 一8>1)
i=ia;
であ る。
証 明 。1=(Xlα1,。;覧α2,…,X冴d)とす る 。当 互;≧1な ら ば,
d1=la,
吻=Ha;と お く と,(XlbtX26z…溜d)m∈1加 で あ っ て,Xlδ1
ゴコ ヒ
X26:…溜 炬7と なる。左 辺が右辺 に含 まれ るこ とを証 明 し
よ っ。イデアル1は 単 項式 で生成 され る。単 項式Xβ=Xiδ'
…溜d∈1を 取 る。す る と,定 義 よ り(X`)〃+f(Xβ)n-1+
…+孟 二 〇(η≧1 ,ノ;∈1`,とな る。 どれか のf内 に項(X")t
が含 まれ なければ な らないの で,あ る整数1≦ 窺 ≦ηに対
し,(Xβ)m∈刀 とな る。故 に 祝β=Σ も 〃zμ幽+ξ と書 くこ
と が で き る(た だ し,05m;∈Zでdi=m;=m,ξ ∈
(Z、o)L,e;=(0,…,0,1,0,…,0)であ る)。故 に,任 意
の1≦;i〈一aに つ いて 窺∂ど:≧m,a,であ るか ら
重」L≧歯皿 一1
t=ia;ご=lm
であ る。 □
以下,d;2と す る。定理4.1によ り/=1の ときは1=1
であ るか ら,/≧2の ときを考 え る。
状 況 を確認 してお く。A=k[X,Y]を 体k上2変 数 多項
式環 と し,C,b,/>0を整数 とし,さ らにQ、,の,…,の,b、,
b2,…,∂,>0を整 数 とす る。
1=(X`,}/b)十(Xα'yδ'11≦'≦の
と お く。イ デ ア ル(Xα,yδ)が1のreductionと な る よ う,
次 の 条 件
a+b≧1(1≦'≦!)
を仮 定 す る(cf.命題4.2)。 よ っ て,命 題3.5に よ り
1=∪[jn+1:(x㎜,}/紬)]
n>0
であ る。 さ らに,次 を仮 定す る。
砺二 〇〈a,くのく…<a,〈の+i=a,
ゐo=∂>b,>b;〉…>be>b.+i=0.
これ は,イ デアル1はP十2個 の元{Xα'yδ`10≦:ゴ!十1}
で極小 的に生成 され る とい う仮定 であ る。
以上 の仮定 の下 に,本 節 の主結 果 は次の定理 であ る。
定理4.3./=2と せ よ。この とき,等 式1=1が 成 り立 つ
こ とと,2a,Zaiであ るか または2ろ2≧∂、であ る こ とは同値
であ る。
定 理4.4./=2,4≦:a<<一bと仮定す る と,次 の条 件は 同
値 で ある。
(1)等式1=1'が成 り立つ。
(2)次の3条 件 が満 た され る。
(i)alb
(ii)a,=1,b=ろ一b
㈲ の 一a-1,ろ 、一b
α
定理 の証 明 を述べ る前 に,い くつか準備 を してお きたい。
L={(α,β)∈Z210≦α,β}
s={(α,β)∈Z210≦α<a,,0≦β<ろ}
z={(α,β)∈Z210≦α〈G,0≦β<be}
とお く。ノ を多項式環 、4の単項式 イデア ル とした とき,(α,
β)∈Lに つ いて,.Xαγβ∈ノ であ るこ とを・単に(α,β)∈ノ
と表す こ ともある。
実数 α∈Rに つ いて「α]=min{n∈zlα≦π}と定め,整 数
∫∈Zに つ いて
・(の一「ろ一争
と お く。C(0)=ろ,c(Q)=0で あ る 。 α≦ ∂ な ら ば,C(2,>o
(2十1)で あ っ て,命 題4.2に よ っ て
1=(Xα,yδ)ニ(Xご γ αf)10s;≦:a)
と な る 。
次 が 正 し い 。
補 題4.5.(α,β)∈Lと す る 。 も し(α,β)∈SUTな ら ば,
(α,β)¢7で あ る 。
(41)
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証 明.(α,β)∈Sで(α,β)∈1と す る 。定 義 よ り あ る 整 数
n>0で(Xαyβ)}功 〃∈1'+1で あ る 。 よ っ て(α,β+η ∂)=
:=om,(a;b,)+ξと書 け る(但 し,鴉 ≧0,Σ 掲 鵬 二n+
1,ξ ∈L)。 α 〈a,〈 … く σ4+1よりm、=…=〃z4+1=0で あ る
か ら,陥=y十1と な り,β 十 πろ≧(n十1)ろ を 得 る が,(α,
β)∈Sで あ る の で,こ れ は 不 可 能 で あ る 。(α,β)∈7の と
き は,(Xαyβ)Xα η∈ln+1を用 い て 同 様 に 証 明 さ れ る 。 □
補 題4.6.1=1で あ る た め の 必 要 十 分 条 件 は,Xα2-1
yδ… ¢ ∫ で あ る 。
証 明.(oを 一1,ろ1-1)¢1で あ る の で,確 か に 必 要 条 件
で あ る 。 逆 に(α2-1,b,一1)¢1と 仮 定 せ よ 。1≠1な ら
ば,(α,β)∈1＼1な る(α,β)∈Lが 存 在 す る。 補 題4.5に よ
り(α,β)¢SUTで あ る 。故 に,(α,β)≠1で あ る か らal≦
α ≦:の一1か つb2<<一/3<<_b一1とな り,(の 一1,b,一1)∈1
が 得 ら れ る が,こ れ は 不 可 能 で あ る 。 □
命 題4.7.G≦6と す る 。 こ の と き,も し も1=1な ら ば,
a、=1,t、=C(1),α4=a-1,島=C(a-1)で あ る 。α1わな ら
ば 逆 も 正 し い 。
証 明.1=1∋X}/朕1)よ り(1,C(1))¢Sで あ る 。 故 にa,;
1で あ る 。定 義 よ り,あ るn>0で(xYα1))y肋 ∈In+1
で あ る か ら,(1,励+L(1))=Σ 錫 彫 〆αガ,b,)+ξ(Σ匙占
m;=n十1,ξ ∈L)と 書 け る 。1<の く … 〈α飼 よ りm,=
… 辮4+1-0で あ り,m、 ≦1で あ る 。 よ っ て,π ∂+c(1)m,
b、+(n+1-m、)Eで あ る か ら,c(1)〉_m,b、一(m,一1)b
で あ る 。 も し もm、=0な ら ばC(1)zb=c(0)で,こ れ は 不
可 能 で あ る 。よ っ てml=1で あ り,c(1);≧ろ、≧ ろ一a,tが 成
α
僧
り 立 つ 。 よ っ てb,=C(1)で あ る 。Xa一'}碩 α一1)∈1=1で あ
る の で,補 題4.5よ り(a-1,C(a-1))¢7と な る 。 故 に
L(G-1)〉一bEで あ る 。 の ≦:G-1よ りbe>一c(ae)〉一c(Q-1)
で あ る か ら,b,=L(G-1)=C(α ∂ が 成 り 立 つ 。 故 にa,=
Q-1で あ る 。 □
そ れ で は 定 理 の 証 明 を 与 え る 。
定 理4.3の 証 明.1=1で,2a,〈 の か つ2b;<b,と仮 定 す
る 。
碗=甥 α1十r
b,=ηろ2十S
(r,s,mn∈Z,0〈7≦ α1,0〈 ∫≦:あ,m,n>一2)と お く。
の 一1+(n-1)G一 ηの=(G一 の)(n-1)一1:≧0で あ る
か ら,(Xα2-1}7δ1　)x(Y-1)α∈((Xα2yδ2)n)であ る 。同 様 に,
b,一1+(m-1)ゐ 一 励1=(m-1)(ろ 一b)一1≧0で あ
る か ら,(Xα2-lyδ1-1)γ伽一1)b∈((Xα1}/δ1)m)であ る 。 故
に,命 題3.5に よ っ て,Xα2-1}め1-1∈1を 得 る 。
逆 に,2a,_>a;と仮 定 す る と,Xα2-1γb1-1¢UIn+1:yF肋
カ　　
で あ る 。 実 際,n>0に つ い て(Xα2-lyb'一1)yr肋∈1'+1と
す る と,(α2-1,δ 一1+π の=Σ §一。m;(αご,∂f)+ξ(E'一。
m;=n十1,ξ ∈L)と 書 け る 。 の 一1〈 の 〈Qよ りm=
m:=0で,2a>の 一1よ りm、 ≦1で あ る 。 よ っ てb,一
1十 励 ≧m,b,十(y十1-m,)bよ りb,一1≧m,b,一
(m,一1)bで あ る 。m=0な ら ば,b,一1+η ∂;≧(n十1)
ゐ で あ る 。n、ニ1な ら ば,b,一1十nb>〉一b、+η∂ で あ る 。b>
bな の で,こ れ ら は 不 可 能 で あ る 。2b2>〉一b、の 場 合 もXa2一:
yδL一準Ulr.+1:Xη αで あ る こ と が 同 様 に 確 か め られ る。
π>0
□
定理4.4の証明.(2)⇒(1)命題4.7に従 う。
(1)⇒(・)命題 ・.・よ り,(a,,b,)一(1,「b一争),(免,b、)一
罧 皇 鮪+。(。 ∈。,0<a<1)、おく.
CI・ m・.・.・a・ ≦12な ら ば
Xα一2y陀(≠UP+1:Xπ α
η>0
で ある.但 し,k=c(a一 ・)一[子1とす る・
証明.α ≦去 だか ら 々一・・+・ で あ ・て,・ 〉 ・だ か ら
ろ,=y+1で あ る。n>0を 取 り,(Xα一2}/々)Xηα∈1〃+1
と 仮 定 す る 。(Q-2十 ηα,k)=Σ1=om;(砺b,)+ξ(3i=O
m.=n十1,ξ ∈Dと 書 け る 。2ろ2;2y十2>2r十1=々 で
あ る か ら,mz<_1で あ る 。 一 方 で,α}4だ か ら 々=L(G-
2)<b=C(1)<ろ=C(0)で あ る の で,陥=m,_0と な る 。
従 っ て,az=a-1でa=aな の で,G-2+π α≧ 物(G-
1)+(n+1一 窺2)aと な り,砺 ≧2を 得 る が,こ れ は 不 可
能 で あ る 。
Cl・ m・.9・ ・ 〉 ・>12な ら ば
X2Ym(≠Uln+1:y肋
n>0
□
灘 冨 縦 藻 ∴ 。〈。であ.
の でC(1)=ゐ 一yで あ る 。n>0を 取 り,(X2y加)y肋
∈1'÷1と仮 定 す る 。(2,m+η ∂)=Σ 』 鵬@,勾+ξ(Σ 言.。
m;=n十1,ξ ∈L)と 書 け る 。a>一4だ か ら,2〈 免 二a-
1<Gで あ っ て,協=翅3=0を 得 る 。a、=1で あ る の で,
ml<_2で あ る 。 よ っ て,m十 πろ≧ 挽、b、+(y+1-m,)bと
な り,m>一m、b、 一(〃z、一1)ろ を 得 ・る が,m=C(a-2)〈
b、=C(1)<b=c(0)であ る の で,窺 、ニ2で な け れ ば な ら な
い 。 し か し な が ら,m一(2b,一b)ニb-2y-1一(2(b-
r)一E)=一1<0で あ る の で,m:≧ 〃2、ろ、一(m,一1)bは
不 可 能 で あ る 。 □
よ っ て α1わで あ る 。 □
定 理4.4は,/=2で4≦ α≦ δ と い う仮 定 の 下 で,1=1
と な る よ う な 単 項 式 イ デ ア ル ∫ の 形 を 完 全 に 決 め て い る 。
特 に,ゐ=岬 と お い た と き,次 の よ う な 変 数 変 換
〆:k[X,Y]→ ん[X,Y]
(42)
2次 元 単 項 式 イ デ ア ル のRatliff-Rush閉包 とRees代 数 のBuchsbaum性に つ い て
X卜 →X
zi→}■5
を 考 え る と,等 式1=1を 満 た す イ デ ア ル1は,多 項 式 環k
[X,Z]内 の イ デ ア ル
(Xσ,Xα一1Z,XZα一1,Zα)
の 拡 大 と し て 得 ら れ る も の し か な い 。 つ ま り,本 質 的 に
(Xα,Xa一'Y,X}/α一1,γα)しか な い と い う こ と が わ か る 。
系4.10.!=2,4sa-tで1=1と せ よ 。 こ の と き,
Ia-z=la-2であ っ て,la-3≠P-3で あ る 。
証 明 淀 理 … よ り ・1・で あ ・ ・__b4
a・ お き,環 拡 大
f:Bニk[X,Z]→A=k[X,}/]
Xト}X
Yト 》YS
を 考 え る。K=(Xα,Xα 一z,XZα 一1,Zα)Bと お く。Kニ
(X,z)αBで あ る 。定 理4.4よ り,1=κ4が 成 り立 つ 。さ て,
1≦ η≦ α一2な ら
κ ヒ(X〔 α皿1)ρ+`}1ηα一(α一')ρ一どio≦ゴ≦n.0≦ ρ ≦n)
で あ る の で,Kα 一2ニ(X,L")a(a-2)ニ.κα一2であ っ て,、κ α一3≠
κ α一3であ る こ と が わ か る 。 ま た,任 意 の 整 数y>0に つ い
て,1〃=K"Aで あ っ て,1"=K"Aで あ る 。AはB-freeで
あ る の で,1"一2=P-2と1`一3≠P-3が 従 う。 □
定 理4.4か ら 次 の 事 実 が 従 う。
系4.11./≧2,4≦;α ≦ ゐ と す る 。 も し も,次 の3条 件
(i)alb
(ii)a、=1,ろ、=∂一b
㈲ae=a-1,be=b
が満 た され るな らば,等 式1=1が 成 り立つ。
証 明,ノ=(xα,x}功 ㌧xα一1be,}/δ)とお くと,ノ ⊆1で
あ って,定 理4.4よリノ=ノ が成 り立つ。命題3.4よリノ⊆1
で あって,一 方 で,J=1が 自明 に成 り立つ。故に,1⊇ノ=
ノ=1で あ る。[]
任意 の整数!≧3に 対 し,1=1で あ るが 副6と な る よ
うな単項 式 イデアル1が 存在 す る。
例4.12.aZ5を 任意 に取 る。b=a+2と せ よ。この
とき
1=(Xfyαf)10S2≦:G,Z≠2)
とお くと
1=1+(X2}/・(2))
であ って,/=α一2z3,X2}/α2)∈1とな る。よって等式
1=1が 成 り立つが,も ち ろん α紡 であ る。
最 後 に,Rees代数R=π(IAA)(但し,皿 二(X,Y)であ
る)のBuchsbaum性につ いて述べ よ う。
定理4.13./=2,4≦ α≦うとす る と,次 の条件 は同値 で
あ る。
(1)RはBuchsba㎜ 環 で あ っ て,Rの 任 意 の 素 イ デ ア
ルP≠ 皿R+1～.に つ い て 局 所 環Rpは 正 規 で あ る 。
(2)RはBuchsba㎜ 環 で あ っ て,1=1が 成 り 立 つ 。
(3}1=(X4,X3yF,xy'3,Y')であ る 。
証 明.ノ ア 二 皿 で あ る の で,1=1で あ る こ と とIAA=
IAA,であ る こ と は 同 値 で あ る 。
(1)と(2)の同 値 性 は,系3.8を 見 よ 。
(2)⇒(3)1ニ1なの で,定 理4.9に よ っ て α16で あ る。∂=昭
と す る 。 系3.8よ り(X,Y)1⊆1で あ る の で,9=1でQニ
4を 得 る。実 際,C(2)=S(a-2)で あ る か らX2}!"α一2}∈1
と な り,X2y'卿 一2〕+1∈1であ る 。 故 に,9(G-2)+1≧ σ
(G-1)=c(1)で あ っ て,9=1を 得 る 。故 に1=(Xα,Xα 一1
Y,Xγ α一1,Yα)であ る 。 α≧5な ら ば,明 ら か にX2γ α一2・
X¢ ∫ で あ る 。
(3>⇒(2)7=(X",X3Y,X2}/2,xy3,Y4)=1+(X2y2)
で あ る 。皿7二 田～1十皿 ・X2γ2⊆1で あ る こ と と,(X4,}/り
1=(Xs,Y^)1十(X`,Y)・X2y2⊆12で あ る こ と は,明 ら
か で あ る 。 故 に,系3.8よ り主 張(2)が従 う 。 □
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